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1. はじめに
三次元空間中での剛体姿勢の記述には, よく目にする

回転行列の他に四元数による方法がある. そして四元
数のほうが “良い” 表現と言われているらしい.
本稿では文献 [1] を参考にして, 四元数の良さとその
使い方を紹介する. なお, 座標系には右手系を採用する.

2. 回転行列による記述
ここでは回転行列表現とその問題点について述べる.

2·1 オイラー角

三次元空間中の任意の回転は, 座標軸を回転軸とする
回転を 3 つ組み合わせることで表現できる (広義のオ
イラー角). オイラーが用いた回転軸の選び方は Z-X-Z
であった (狭義のオイラー角). これは独楽の歳差運動
に対応する. また慣例によって他の回転軸の選び方も
存在し, 混乱の要因となりうる. 航空機などで用いられ
るロール・ピッチ・ヨー角による表現 (カルダン角とも
言う) は X-Y-Z である. 筆者の趣味により, ここでは
ロール・ピッチ・ヨー角で話を進める.

2·2 具体的な計算例

ロール角 α [rad], ピッチ角 β [rad], ヨー角 γ [rad]
を Fig.1 のように定義する. ここで p = [px, py, pz]T

は剛体の向きを表す単位ベクトル (|p| = 1) である. こ
れは初期状態で x 軸方向を向いていた p がどのように
姿勢変化 (回転) したかを表している. この回転は, 回
転行列 G として次のように書かれる. ここで s, c は
それぞれ sin, cos の省略形である.

G ≡




cγ −sγ 0
sγ cγ 0
0 0 1







cβ 0 sβ
0 1 0
−sβ 0 cβ







1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα




=




cγ cβ cγ sβ sα− sγ cα cγ sβ cα + sγ sα
sγ cβ sγ sβ sα + cγ cα sγ sβ cα− cγ sα
−sβ cβ sα cβ cα


 (1)

余談であるが, 剛体に三軸加速度センサを取り付け,
重力ベクトル g = [0, 0,−g]T (g [m/s2] は重力加速度)
を計測することを考える. センサ座標 {ax, ay, az} の
各軸は初期状態でワールド座標 {x, y, z} の各軸とそれ
ぞれ一致していたものとする. 回転後の加速度センサ
出力 a = [ax, ay, az]T は次のように書かれる.

a = GT g = −g




− sβ
cβ sα
cβ cα


 (2)

Fig.1 ロール角 α, ピッチ角 β, ヨー角 γ.

2·3 オイラー角の問題点

どの回転軸の選び方をしても, オイラー角には自由度
が縮退してしまう特異姿勢が存在する. ソフトウェア
では例外処理を必要とし, 制御においてはシステムの
本質と関係ない特異点となるため, 厄介な問題である.
例えばロール・ピッチ・ヨー角の場合, β = −π/2 rad
のとき (p が z 軸方向を向いたとき) 回転行列 G は次
のようになる.

G =




cγ −sγ 0
sγ cγ 0
0 0 1







0 0 −1
0 1 0
1 0 0







1 0 0
0 cα −sα
0 sα cα




=




0 −s (γ + α) −c (γ + α)
0 c (γ + α) −s (γ + α)
1 0 0


 (3)

これは次のような座標変換を表す.

[1, 0, 0]T → [0, 0, 1]T (4)

[0, 1, 0]T → [−s (γ + α), c (γ + α), 0]T (5)

[0, 0, 1]T → [−c (γ + α), −s (γ + α), 0]T (6)

式 (5), (6) を見てわかるように, 回転後の姿勢が与え
られたとき α と γ を分離して一意に決定することが
できない. (β = π/2 rad のときも同様.) そのため例え
ば「β = ±π/2 rad のときは α = 0 rad とする」など
の例外処理が必要となる.

3. 四元数による記述
四元数表現は, 上述した縮退の問題を生じないという

利点がある. 以下, その表現法について説明する.

3·1 四元数とは

四元数 q は 1 個の実数成分と 3 個の虚数成分から
成る数であり, 次のように書かれる.

q ≡ q0 + q1 i + q2 j + q3 k



= (q0, q1, q2, q3)

= (q0, q) (7)

ここで i, j, k はクォータニオン単位と呼ばれ, 以下の
性質を持つ.

i2 = j2 = k2 = ijk = −1 (8)

i = jk = −kj (9)

j = ki = −ik (10)

k = ij = −ji (11)

共役四元数 q∗ ≡ (q0, −q), ノルム |q| ≡
√

q2
0 + |q|2 が

定義され, 逆元 q−1 = q∗/|q|2 が与えられる.
u = (u0, u), v = (v0,v) についての足し算, 引き算

は各成分ごとに行えばよい. 掛け算はやや面倒である
が次のように計算される.

uv = (u0v0 − u · v, u0v + v0u + u×v) (12)

= (u0v0 − u1v1 − u2v2 − u3v3,

u0v1 + u1v0 + u2v3 − u3v2,

u0v2 + u2v0 + u3v1 − u1v3,

u0v3 + u3v0 + u1v2 − u2v1)

ここで · と × はそれぞれベクトルの内積, 外積を表す.
この四元数の掛け算は非可換である点に注意.

3·2 回転とベクトルの四元数表現

三次元回転は回転軸 r (単位ベクトル) とその軸回り
の回転角 φ [rad] によって表される. 4 自由度に見える
が, |r| = 1 という拘束があるので全部で 3 自由度であ
る. その回転を表す四元数 r は次のように書かれる.

r =
(

cos
φ

2
, r sin

φ

2

)
(13)

三次元ベクトルは四元数の虚数成分によって表す. 実
数成分は何でもよいので, 簡単のためゼロとする. ベク
トル w を表す四元数 w は次のように書かれる.

w = (0, w) = (0, wx, wy, wz) (14)

四元数による回転は以下のように計算される. ここ
で w′ は回転後の w である.

w′ = rwr∗ (15)

=
(

c
φ

2
, r s

φ

2

)
(0, w)

(
c
φ

2
, −r s

φ

2

)

3·3 具体的な計算例

例題として, Fig.1 の回転の四元数表現 G を求める.
まず x, y, z 軸回りの回転をそれぞれ四元数で表し, そ
れらを順にかける. (回転軸 p, 回転角 α とするのは勘
違い. そのような覚えやすい関係ではない.)

G =
(

c
γ

2
, 0, 0, s

γ

2

)(
c
β

2
, 0, s

β

2
, 0

)(
c
α

2
, s

α

2
, 0, 0

)

(16)

=
(

c
γ

2
c
β

2
c
α

2
+ s

γ

2
s
β

2
s
α

2
, c

γ

2
c
β

2
s
α

2
− s

γ

2
s
β

2
c
α

2
,

c
γ

2
s
β

2
c
α

2
+ s

γ

2
c
β

2
s
α

2
, s

γ

2
c
β

2
c
α

2
− c

γ

2
s
β

2
s
α

2

)

確認のためベクトル p を表す四元数 p を計算すると,

p = G (0, 1, 0, 0)G∗

= (中略)

= (0, cγ cβ, sγ cβ, −sβ) (17)

となり, 正しく p が導かれることがわかる. 途中で項
が 60 個出てくる大変な計算だが, それらがまとまって
収束していく過程は爽快である.
また, x 軸方向単位ベクトル ex が p に移る回転の

一例 (β, γ のみ再現) は次のように求められる (Fig.2).

r =
ex× p

| ex× p |=
1√

p2
y + p2

z




0
−pz

py


 (18)

cosφ =
ex · p

| ex| |p | = px (19)

上式は r⊥ex, r⊥p を仮定して導かれる. ロール角 α

まで再現するためには, この仮定を変える必要がある.

Fig.2 回転軸 r, 回転角 φ.

4. おわりに
本稿では四元数による三次元回転表現を紹介した. 回

転軸とその軸回りの回転角による表現法であり, 縮退を
生じる特異姿勢が存在しない. 回転行列による表現法
と比較して少ない要素数で回転を表現できるため, 計
算効率がよく, 3DCG の分野で重宝されている. オイ
ラー角との使い分けは用途や好みにもよるであろう.
四元数の数学的な側面を深く知りたい方には文献 [2]

をお勧めしておく. 実数から行列, 複素数を経て四元数
へ至るストーリーが展開されている.
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A 半角の公式
四元数の回転計算で頻出するので,覚えておくと便利.

2 sin
θ

2
cos

θ

2
= sin θ (20)

2 sin2 θ

2
= 1− cos θ (21)

2 cos2
θ

2
= 1 + cos θ (22)


